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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement. a la
clarté et au soin de la présentation.

Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour
traiter la suite, méme s’il n’a pu étre démontré.

Notations

K désigne le corps R ou C.

Pour tout entier naturel n > 2, on note:

M., 1(K) 'espace vectoriel des matrices colonnes a n lignes, a coefficients
dans K.

M, (K) I'algébre des matrices carrées d’ordre n, & coefficients dans X.
GL,(K) le groupe des matrices inversibles de M,,(K).

Pour toute matrice A de M, (K), on note *A sa matrice transposée,
P, son polynome caractéristique et sp(A) ['ensemble de ses

valeurs propres.
n

De plus, si P4(X) = H()“' — X)), on désigne par p(A) le rayon spectral
i=1
de A, c’est a dire le réel défini par p(A) = sup |\

1<i<n .
On munit M,(K) de la norme ||.||«, qui & toute matrice A = (ai;)1<ij<n
n

associe le réel positif ||All, = sup ( E laij]).
1<i<n
=f=" =1
On munit M, ;(R) du produit scalaire canonique, c’est a dire,

U, VY= 'V, VU,V € Mn,(R),



>

ou !l désigne la matrice ligne, transposée de la matrice colonne U.

On note ||.|| la norme euclidienne associée a (, ).

Enfin, on désigne par S I'ensemble des matrices symétriques de M,(R)
S™ I'ensemble des matrices positives de S et S™* I'ensemble

des matrices définies positives de S. De sorte que

S={HeM,R): 'H=H]} ‘

ST={HeS: '‘WHW>0,VW e M, (R)},

Stt={HeS: 'WHW>0,VWe M,(R)\{0}}.

Partie I

1.50it-A4.= (aij)lfidf_ﬂ et B = (bij)lsiajfu deux matrices de Mn(C)
Montrer que
4Bl < [[A]lool|Blloo-

2. Soit A € M,(C), A € sp(A) et Vj un vecteur propre associé a \.

On désigne par F la matrice de M,,(C) dont les vecteurs colonnes

sont tous égaux au vecteur V).

a) Montrer que AF = \F.

b) En déduire que p(A) < ||A||x-

3.a) Montrer que pour toute matrice L de G£,,(C) et toute matrice

A de M,(C), p(L71AL) = p(A).

b) Soit A € M,(C).

Montrer que pour tout entier naturel k, p(A*) = p(A)*.

4. Pour toute matrice L de GL,(C), on désigne par IV, 'application qui
a toute matrice A de M, (C) associe le réel positif N (A) = ||L 7' AL||.
Montrer que N;, est une norme vérifiant

Ni(AB) < N (A)N,(B), VA,B¢€ M,(C).
5. Soit T' = (t;)1<ij<n une matrice triangulaire supérieure de M, (C).

Pour tout réel 0 < d < 1, on note D =diag(1,d,...,d"!) la matrice
diagonale de coefficients (d*~');<;<,.

a) Montrer que D™'TD = (t;;d? ") 1< j<n.

b) Montrer que pour tout ¢ > 0, il existe une matrice diagonale D.
inversible telle que ||D7'TD. |l < p(T) + <.

En déduire que Np_(T*) < (p(T) + ¢)*,Vk € N.

c¢) Montrer que p(T) < 1 &= klim T* = 0.

—+00

6. En déduire que YA € M,(R), p(4) < 1 < lim A* =,

—+00
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Partie II

1. Soit H une matrice de S. Montrer que
a) He€ 87 < sp(H) C [0, +oc].
b) H € §** < sp(H) C]0, +0|.
2. Soit A4 une matrice de M, (R).
a) Montrer que ‘44 € S*.
b)Montrer que ‘AA € ST < A € GL,(R).
3. Soit U,V deux éléments de M, ;(R).
a)Montrer que UtU € S+.
)Montrer que le rang de UtU est inférieur ou égal a 1.
) En déduire que sp(U'U)= {0, 'UU}.
)Montrer que UtU = V'V, si et seulement si. U =V ou U = —V.
4. Soit H un élément de S.
a) Montrer qu'il existe une base orthonormale (Uh, ..., U,) de M, ;(R)

b
c
d

n
et un n-uplet (A, ..., \,) de réels tels que H = Z MU,
=1
b)Montrer que H € S7, si et seulement si, il existe n vecteurs
n
Vi Vo de Mo (R) telle que H = > V.
i=1
Que peut-on dire de (V4, .... V,,) lorsque H appartient 3 S++?
0
c) Application: Soitn=3et H=| 1 2 0
00 1
Vérifier que H appartient @ S et déterminer une base orthogonale

3
(Vi, V2, V3) de M3, (R) telle que H =YV,

g=1i
Partie III

Dans cette partie. on désigne par (Ey, ..., E,) la base canonique de
M, 1(R) et R{X] I'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels.
Soit P un polynome unitaire de R[X] de degré n, tel que

P(‘Y) =X"- an_].JYn—l —eodeas = alX — Q.




On note C la matrice compagnon de P définie par

0 0 agp

10 0 a
g=1"

... .10 Qn_-2

QiFa= w01 Ap—1

On suppose que les racines de P sont toutes de module strictement
inférieur a 1.
l.a) Montrer que Po(X) = (-1)"P(X).
b) Montrer que C*E; = Ex.1,V k€ {0,1,....,n— 1}.
¢)En déduire que ([, C,...,C™ ') est une famille libre de M,(R).
d) Soit @ un polynome de R{X] tel que Q(C) = 0.
Montrer que P divise Q.
e) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la
matrice C soit diagonalisable.
2. Montrer que (E,,!CE,,....!C"'E,) est une base de M, ;(R).
3. Soit ¢ 'endomorphisme de M, (R) qui & toute matrice M associe
la matrice M — ‘CMC.
a) Montrer que M € ker p <= M =!C?MC?,¥p € N.
b) En déduire que

M€ ket o= Ml < [|Macl|CPloc]*CPlloc, ¥p € N.
c)Montrer que ¢ est injectif.
4. Soit B une matrice de M,(R).
a)Montrer qu'il existe une unique matrice A de M, (R) telle
que A - 'CAC = B.
b)Montrer que

P
> (*C)FBC* = A - (‘C)~1ACP!,Vpe N.
k=08

c)En déduire que

e f‘CkBCk.

k=0




5. Soit H une matrice de S et G la matrice telle que G — ‘CGC = H.
Montrer que si H appartient & S* alors G appartient a S*.

Dans toute la suite du probleme, on désigne par 2 la matrice de M,(R)
telle que Q — 'CQC = E,, tE,.

6.S0it U un élément de M, ;(R).
a) Montrer que si QU = 0 alors (E,,C*U) =0,k € {0,1,...,n — 1}.
b)En déduire que Q est un élément de S*T+.

7. Soit V un élément de M,,;(R) et G la matrice de M, (R) telle
que G — 'CGC = V'V.

a)Montrer qu’il existe un unique polynéme @ de R[X] vérifiant
d°Q<n-1letV="1'Q(C)E,.

b) -En déduire que G = ‘Q(C)QQ(C).
8. Soit H une matrice de S* et G la matrice telle que G — ‘CGC = H .

a) En utilisant II.4.b, montrer qu’il existe n polynémes
Q1 --,Qn de R[X] tels que

H =) ('Q:(C)QQ:(C) - *C'Q:(C)2Qi(C)0),

=1

b)En déduire G.

000
9. Onsupposen=3etC=1] 1 0 0

010
a) Vérifier que I; — *CC = E3'Es.
210
b) Soit H=| 1 2 0 | la matrice définie dans la question II.4.d) et
0 01

G la matrice telle que G — ‘CGC = H .
3
Trouver trois polynomes Q; , @2 et @3 vérifiant G = Z‘Q;(C )Q:i(C).

=1

(%1




